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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Arithmétique des entiers naturels

124+5 = 17
Tx6 = 42
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Arithmétique des entiers naturels

42 = 7 X6
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Arithmétique des entiers naturels

42 = 7T xX6=7x3x%x?2
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Définition des nombres premiers

Un entier naturel p est premier s'il admet exactement
deux diviseurs : 1 et lui-méme.
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Définition des nombres premiers

Un entier naturel p est premier s'il admet exactement
deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Exemples
Exemples : 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, etc.
Contre-Exemples : 0, 1, 4, 6, 8, 9, 10, etc.

Plus grand exemple connu (2008) : 243112609 _ 1
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Définition des nombres premiers

Un entier naturel p est premier s'il admet exactement
deux diviseurs : 1 et lui-méme.

Exemples : 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, etc.
Contre-Exemples : 0, 1, 4, 6, 8, 9, 10, etc.

Plus grand exemple connu (2008) : 243112609 _ 1

Combien y a-t-il de nombres premiers?
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Théoreme d'Euclide (/300 av. J.-C.)

L'ensemble P des nombres premiers est infini.
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers

Probléme de répartition

Théoreme d'Euclide (/300 av. J.-C.)

L'ensemble P des nombres premiers est infini.

Démonstration
Supposons que P = {p1,p2,---,Pn}-

p=1+4+p1 X p2X---Xpp

Alors p € P mais p & {p1,p2,- -, Pn}- O
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers
Probléme de répartition

Théoreme d'Euclide (/300 av. J.-C.)

L'ensemble P des nombres premiers est infini.

Un autre exemple d'ensemble infini

L'ensemble des entiers naturels impairs est infini.
o La moitié des entiers naturels sont impairs.
e Un entier naturel sur deux est impair.

iéme

o Le n'*™¢ entier naturel impair est i, = 2n — 1.
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers
Probléme de répartition

Théoréeme d'Euclide (/300 av. J.-C.)

L'ensemble P des nombres premiers est infini.

o Quel est la proportion de nombres premiers ?
o Comment sont-ils répartis dans N7

o Existe-t-il une formule pour p,?
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers
Probléme de répartition

Répartition des nombres premiers inférieurs a
10 x 10 = 100
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De I'arithmétique. . . Les nombres premiers
Probléme de répartition

Répartition des nombres premiers inférieurs a
100 x 100 = 10000

o 288 o, = Bage g8 28, B."8 Haag aglp a8 Ha
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De I'arith Les nombres premiers
Probléme de répartition

Répartition des nombres premiers inférieurs
1000 x 1000 = 1000000
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

2000 ans plus tard

Fonction de comptage des nombres premiers
mT: N — N
n — 7(n) = nombre de p € P tel que p < n
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Fonction de comptage des nombres premiers
m™: N — N
n +— 7(n) = nombre de p € P tel que p < n

B ®o®
74 ®x X
6 X oX X o®

44 ® oM K X

T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
234 56 78 91011121314 1516 17181920
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Fonction de comptage des nombres premiers

T : R - R
x +— 7(x) = nombre de p € P tel que p < x

&_
;! o

T T T T T T T T T T T T T T T T 1
2345 6 78 9101112131415 1617 181920
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Fonction de comptage des nombres premiers
T : R —- R
x > 7(x) = nombre de p € P tel que p < x

0

T T T T T T T 1
o 20 30 40 50 &0 TO RBO 90 100
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Fonction de comptage des nombres premiers
TR — R
x > 7(x) = nombre de p € P tel que p < x

1000 ——
500 -

0

T T T T T T T T T 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 TOOO ROOOD 9000 10000
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Proportion des nombres premiers

x +— ———= = proportion de p € P tel que p < x

0.69 ‘
|

0.39 ‘\N\\N\N\

0.14

T T T T T T T T T 1
10 20 30 40 50 60 70O RO 90 100
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Proportion des nombres premiers
m(x)

x +— ———= = proportion de p € P tel que p < x
X

044

0.3+

0.1

T T T T T T T T T 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

La proportion des nombres premiers est-elle
infiniment petite ?

?
lim M =0
X—+00 X
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonct;on qui apporte des réponses
Comparaison
— inverse de |la proportion

XH@

T ]
90 100

4 |l||
[l
10 20 30 40 S0 60 70 80
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Comparaison

X _ :
x — —— = inverse de la proportion

m(x)
10 4
9
o o
7 _—
-
64 /
-/4
54/
/
Jl
4 /
34
2
1

0 T T T T T T T T T 1
O 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 B000 9000 10000
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La fonction qui pose des questions
I'analyse La fonction qui apporte des réponses

Comparaison a la ion logarithm

X inlx 7(x) 1
7(x) ~In(x) = X In(x)

0 T T T T T T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 TOOO ROO0 9000 10000
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La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Conjecture de Gauss (1792) et Legendre (1798)

~ lorsque x — +00
X In(x)
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La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Conjecture de Gauss (1792) et Legendre (1798)

~ lorsque x — +00

Théoréme des nombres premiers (1896)
7(x) 1

x  x—+oo In(x)

(TNP)

En particulier, la proportion des nombres premiers est
infiniment petite.
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Sur les traces d'Euler (1737)

1 — rN—i—l

N
_ 2 3 N n
=1ttty =3 r

n=0
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Sur les traces d'Euler (1737)

1 — N+ N
. =l4r+rP+r0+ 4N ="
- n=0
Si|r| <1lalors lim rM1=0et
N—4-o00

+00
=1+r4+rP4+r4+-.. =) "
1—r nz_;

La fonction zéta de Riemann De l'arithmétique a I'analyse



La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Sur les traces d'Euler (1737)

En particulier pour s > 1 :

1 1 1 1
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La fonction qui pose des questions

La fonction qui apporte des réponses

Sur les traces d'Euler (1737)

En particulier pour s > 1 :

N e
L - Tttt
R R I
1- 3 35 95 278
S P D D
1- 4 55 255 125¢
CE 1+1+i+ S
1— = 495 343s
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La fonction qui pose des questions
La fonction qui apporte des réponses

= l+a4+5+g+...

= l+s4+g+z+...

1 1

X
1 1
=% 1l-3%

1 1 1 1 1 1 1 1

=l —

25 35 45 65 85 95 125 16°
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La fonction qui pose des questions
La fonction qui apporte des réponses

X = l+z+g+z+g+...

_ 1 1 1
T = 1+§+2_55+T55+"'

R S
1 1 1
—— 1-LI-Z
1 1 1 1 1 1 1 1

—1 .
ttn Tt rteTatete T
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La fonction qui pose des questions

La fonction qui apporte des réponses

Théoréme du produit d'Euler (1737)

1 1 1

X X
1-+ 7 1-%2 " 1-1%
UL UL I IR S SO S S S
725 35 45 55 65 75 8 95 105

X ...

Plus simplement :

1 = 1
Hl 1:2—5 pour s > 1
peP o n:ln
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Théoréme du produit d'Euler (1737)

1 = 1
Hl_—L:ZF pour s > 1

peP p n=1

La fonction z&ta de Riemann

+00

1
SHC(S):ZF pour s > 1

n=1
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

La fonction z&ta de Riemann
+oo 1
s—((s) = E — pours>1
n
n=1
10 )
l;:]_
g_
?_
f>-|
+]|
34|
24\
1{ T
{:I T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 23 4 5 6 7 8 910111213 14151617 181920
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Théoréme d'Euclide selon Euler (1737)

lim ((s) = +00 = I'ensemble P est infini
s—1+
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Théoreme d'Euclide selon Euler (1737)

lim ((s) = +00 = I'ensemble P est infini
s—1+

Démonstration

. . 1 1
Jim ()= Jim [ =5 =1]7==
pEP

peP p o
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

La fonction z&ta de Riemann
+oo 1
s—((s) = E — pours>1
n
n=1
10 )
l;:]_
g_
?_
f>-|
+]|
34|
24\
1{ T
{:I T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 23 4 5 6 7 8 910111213 14151617 181920
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

La fonction z&ta de Riemann

+00

1
SHC(S):ZF pour s > 1

n=1

sln(n)

n® = exp(In(n®)) = exp(sin(n)) = e

La fonction zéta de Riemann De l'arithmétique a I'analyse



La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

sln(n)

Prolongement de n°* = e
Si s = a+ ib est un nombre complexe alors

e — e(a—Hb) In(n)
eaIn(n)—HbIn(n)

ealn(n)eibln(n)
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de n® = e°'(")

Si s = a+ ib est un nombre complexe alors

N = e(a+ib)|n(n)
_ eaIn(n)JribIn(n)
_ ealn(n) eibln(n)
N N——
r el
— re’
i r = ealn(n) — n?
ou

0 = bin(n)
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de la fonction zéta de Riemann

-i-oo1

s C(S):ZE pour s =a+ ib
n=1

re|  |rel®]  r  n?
- _ 1
En particulier poura>1: |lim —=0
n—+o00 N°

ou
1 1 1 1 1

ns

La fonction zéta de Riemann De l'arithmétique a I'analyse



La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de la fonction zéta de Riemann

C — C

+00
1
s C(S):ZE pour s=a+ibeta>1
n=1
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de la fonction zéta de Riemann

C —- R,

+00
1
s = |¢(s)] = ZF pours=a+ibeta>1
n=1
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La fonction qui pose des questions

La fonction qui apporte des réponses

...a 'analyse

éta de Riemann

N
c
.2
i)
O
[
2
W
(V]
o)
4+
c
(]
£
(O]
a0
=
9
O
—
(Al

pours=a-+ibeta>1

De l'arithmétique a I'analyse
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La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de la fonction zéta de Riemann

400 1
s = [{(s)] = ZF pours=a+ibeta>1
n=1
-404,

T T T T T T T T 1
-0 -8 -6 -4 -2 012 4 6 8 10
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La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Prolongement de la fonction zéta de Riemann

s o |C(s)] = Z% pour s € C\{1}

=20

=30

- 407

T T —T T
-4 -2 012

La fonction zéta de Riemann De l'arithmétique a I'analyse



La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Zéros de la fonction z&ta de Riemann
Z = {s € C\{1} tel que ¢(s) =0}

404
*

%

30+

204%

10

il
=

1
IS

1
[}
]
=
=

-204

x %

x
-40 -
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Zéros de la fonction z&ta de Riemann
Z={-2,-4,-6,...} U2,

404
*

%

30+

204%

10

il
=

1
IS

1
[}
]
=
=

-204

x %

x
-40 -
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Zéros de la fonction z&ta de Riemann
Z={-2,-4,-6,...} U2,

100 4

80 4 %

60 4 %

£

40 A k4

%

x

204 %

x
B : T )
5 0 0 1 2

x

-20 4 x

%

¥

-40 4 g

-60 1 §

-80 | %

-1004 g
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Zéros de la fonction z&ta de Riemann
Z={-2,-4,-6,...} U2,

100
80+
60 o
40 4

204

'
5y
1o

=204

-40 4

-60

-804

-100

La fonction zéta de Riemann De l'arithmétique a I'analyse



La fonction qui pose des questions
...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Riemann (1859)
o SIZ (Hx=1}=0
alors 'approximation du (TNP) est vraie
o Si Z, C {X = %}
alors on peut préciser |'approximation du (TNP)

100 4

&0

60 -

404

100 4
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La fonction qui pose des questions

La fonction qui apporte des réponses

Riemann (1859)
oSiZ Mx=1}=0

alors |'approximation du (TNP) est vraie
) Sl Z_|_ C {X = %}
alors on peut préciser |'approximation du (TNP)

Hadamard et de la Vallée Poussin (1896)
Z_|_ ﬂ{X = 1} - @

) 1
x  x—=+oo In(x)

et donc

(TNP)
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La fonction qui pose des questions

...a 'analyse La fonction qui apporte des réponses

Riemann (1859)
) Sl Z+ﬂ{X:1}:®

alors |'approximation du (TNP) est vraie
o Si Z_|_ C {X = %}
alors on peut préciser |'approximation du (TNP)

Hypothése de Riemann (1859)
1
z S
i C {X 2}
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